
STOP 



Early Journal Content on JSTOR, Free to Anyone in the World 

This article is one of nearly 500,000 scholarly works digitized and made freely available to everyone in 
the world byJSTOR. 

Known as the Early Journal Content, this set of works include research articles, news, letters, and other 
writings published in more than 200 of the oldest leading académie journals. The works date from the 
mid-seventeenth to the early twentieth centuries. 

We encourage people to read and share the Early Journal Content openly and to tell others that this 
resource exists. People may post this content online or redistribute in any way for non-commercial 
purposes. 

Read more about Early Journal Content at http://about.istor.org/participate-istor/individuals/early- 
journal-content . 



JSTOR is a digital library of académie journals, books, and primary source objects. JSTOR helps people 
discover, use, and build upon a wide range of content through a powerfui research and teaching 
platform, and préserves this content for future générations. JSTOR is part of ITHAKA, a not-for-profit 
organization that aiso includes Ithaka S+R and Portico. For more information about JSTOR, please 
contact support@jstor.org. 



DEMONSTRATION SIMPLIFIEE DU THEOREME FONDAMENTAL DE 
M. MONTEL SUR LES FAMILLES NORMALES DE FONCTIONS. 

Par C. de la Vallée Poussin. 

1. Dans un Mémoire très intéressant "Sur les familles de fonctions 
analytiques qui admettent des valeurs exœptionelles dans un domaine," publié 
dans les Annales de l'Ecole Normale Supérieure, 3' série t. 29 (1912), M. 
Montel a démontré un théorème très remarquable, qui fournit peut-être les 
démonstrations les plus simples des théorèmes de M. Picard sur les propriétés 
des fonctions uniformes dans le voisinage d'un point critique. La démon- 
stration que M. Montel donne de son théorème fait appel aux propriétés 
des fonctions modulaires. Il nous a paru intéressant de montrer que les 
seules propriétés nécessaires peuvent être établies par des considérations 
complètement indépendantes de la théorie des fonctions elliptiques et de la 
représentation conforme. Nous nous proposons donc de prouver le 
théorème en question en nous appuyant uniquement sur les principes les 
plus généraux de la théorie des fonctions et du prolongement analytique. 
Cette démonstration trouverait donc facilement sa place dans un Cours 
général sur la théorie des fonctions analytiques. 

2. Nous considérons la fonction <p{x) de x complexe définie par l'inté- 
grale, effectuée le long de l'axe réel des u, 



<p{x) = j^ 



du 



^lu{u — l){u — x) 



La fonction sous le signe d'intégration est holomorphe relativement à x 
tant que x ne se trouve pas sur la ligne d'intégration, qui constitue donc 
une coupure, et (p{x) est holomorphe hors de la coupure. 

Nous fixons la détermination du radical en choisiss ant l'argument 6 de 
u — x entre ± ir. Alors l'argument de l/Vw — x est compris entre 
± x/2 et il est de même signe que celui de x (choisi entre ± w). Avec 
cette convention, <p{x) a donc sa partie réelle positive et sa partie imaginaire 
de même signe que celle de x. 

Si X tend vers l'infini d'une manière quelconque, tous les éléments de 
l'intégrale tendent vers et <p{x) également. Mais (p{u) n'est nul que si 

X = 00. 

3. Voyons maintenant ce qui arrive sur la coupure. Soit x réel et > 1 : 
c'est un point de la coupure. Désignons par € un infiniment petit positif. 
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6 C. DE LA VALLÉE POUSSIN. 

Les deux points infiniment voisins de x de part et d'autre de la coupure 
sont X ± ei. Les parties imaginaires et réelles de (p{x db ei) s'obtiennent 
par la décomposition 

, ., p du , r* du 

Ji yuiu — 1)(m — X) Jx \u{u — l)(tt — x) 

La première intégrale est purement imaginaire et la seconde réelle. Comme 
on vient de l'expliquer, la première doit recevoir le signe donné à € et la 
seconde doit être positive. Ainsi les valeurs de (p{x) sont conjuguées de 
part et d'autre de la coupure. 

Les deux intégrales précédentes se ramènent l'une et l'autre à celle qui 
définit la fonction (p par un changement de variable approprié. En posant 

u = \ -\ , ou u = vx, 

V 



r ÔM p dv ^ <p{l - x) 

Ji -^uiu — l)(u — x) Ji V— v(v — l)(v — 1 ' 



il vient respectivement (x étant réel et > 1) 

du p à 

■^u{u — l){u — x) Ji V— v{v — l){v — 1 + x) 

r" du p dv ^Vxj 

Jx ^lu{u — 1)(m — x) Ji -^v{vx — V){v — 1) Vx 

Donc il vient (les signes ± se correspondant) 

ip{x àz d) = p — zfc lV(l — x). 

■SX 

Cette formule est très intéressante, car le second membre est holomorphe 

sur la coupure 1 co sauf aux extrémités. Le second membre fournit 

donc le prolongement analytique de la fonction (p{x) des deux côtés 
de la coupure. Ainsi la coupure était artificielle et elle ne renferme que 
deux points critiques 1 et <» . Toutefois la formule précédente fournit une 
relation qui se prête mieux à l'étude du prolongement analytique. Elle 
montre que l'on a 

<p{x + ei) = ip{x — d) + 2i(p{\ — x). 

Il s'ensuit que, si l'on traverse la coupure, la fonction (p{x) se transforme 
(suivant le sens de la traversée) dans 

<p{x) ± 2-1^(1 — x). 

Cette nouvelle fonction est holomorphe dans le domaine d'uniformité 
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commun à <p{x) et (p{l — x), c'est-à-dire dans le domaine limité par les deux 

coupures 1 oo et «>, se rapportant respectivement à <p{x) et 

<p{l — x). Elle n'a sur la frontière de ce domaine que trois points critiques 
0, 1 et 00 . 

4. Maintenant le prolongement analytique de la fonction ^(x) se pour- 
suit indéfiniment sans nouvelle introduction de coupure, ni rencontre de 
nouveaux points critiques. Après un nombre quelconque de traversées 
des deux coupures précédentes, l'expression de (p(x) garde, en effet, la forme 
définitive 

m<p{x) + ntV(l — x), 

où TO et n sont entiers positifs, nuls ou négatifs. En effet, une fois cette 
forme acquise, elle ne peut plus changer, puisque i(p{\ — x) varie de 
± 2ip{x) et (p{x) de ± 2i(p{\ — x) à la traversée de la coupure qui lui 
correspond. 

5. Considérons maintenant la fonction multiforme v{x), qui, dans le 

domaine initial limité aux deux coupures 1 oo et oo, est 

définie par le quotient 

i(p{\ — x) 



v{x) = 



<p{x) 



Comme (p{x) ne s'annule qu'au point critique x = oo, cette fonction v{x) 
n'admet que les trois points critiques des fonctions ip{x) et ^(1 — x), à 
savoir 0, 1 et œ . De plus, la fonction j'(x) est uniforme dans le domaine 
initial borné par ces deux coupures. Faisons maintenant varier x dans un 
domaine quelconque. Après un nombre quelconque de traversées de 
coupures, l'expression de la fonction prendra la forme 

m'<p{x) + n'i<p{l — x) 
m<p{x) + ni(p{l — x) ' 

où les coefficients m, n, m', n' sont des entiers, liés par la relation 

mn' — nm! = 1. 

En effet, cette relation se vérifie dans l'expression initiale de v{x) où 
to' = n = et m = n' = 1. Or, quand cette relation a lieu, elle n'est pas 
altérée à la traversée de la coupure 1 oo (n et n' variant alors respective- 
ment de dz 2m et zfc 2m'), ni à la traversée de la coupure — «j 

(m et m' variant respectivement de zfc 2n et de ± 2n'). Donc la relation 
est générale. 

6. -La propriété la plus remarquable de la fonction j'(x) est d'avoir sa 
'partie imaginaire toujours positive, sauf au point x = oo où elle est nulle. 
On le vérifie d'abord pour le domaine initial, de la manière suivante: si 
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l'on considère l'intégrale qui définit (fiix), on voit que le facteur I/Vm — x 
et l'élément de l'intégrale avec lui, ont leur argument de même signe pour 
toutes les valeurs de w de 1 à œ. Cet argument atteint sa plus grande 
valeur absolue pour w = 1. Donc, les arguments étant d'ailleurs supposés 
compris entre ± ir, il vient 

arg. <p{x) = - 2 arg. (1 - a;) (0 < ^ < 1), 

On trouve, de même, 

6' 
arg. <p{l - x) = - 2 arg. x (0 < d' < 1). 

Mais les deux arguments précédents sont de signes contraires; leur dif- 
férence qui est l'argument du quotient ^(1 — x)l<p{x), sera donc en valeur 
absolue inférieur à la moitié de l'angle des deux vecteurs a; et 1 — a;. Ces 
deux vecteurs, inclinés en sens contraires sur l'axe des x, font entre eux un 
angle < x. Donc l'argument de ^(1 — x)/(p{x) est < t/2 en valeur absolue. 
Dans ce cas, la partie réelle de ce quotient, c'est-à-dire la partie imaginaire 
de v{x), est positive. Il ne peut y avoir exception que si v{x) s'annule, 
c'est-à-dire si a; = oo . 

Cette propriété qui a lieu dans le domaine initial, subsiste dans les 
autres domaines. Soit, en effet, 

v(x) = a + /3i, dans le domaine initial, 

v{x) = A + Bi, dans un autre domaine. 

D'après la formule du n° 5, on a, dans un domaine quelconque, 

^^^^ - jn + n{a + /3i) ' 
d'où 

(mn' — m'n)^ 



B = 



(m + naY -f- n^/3^ (m -|- naY -\- v?§!^ 



Donc B est encore positif comme /8. 

7. Cette dernière expression de B met en évidence un fait essentiel: 
supposons que x varie de manière qu£ /3 tende vers l'infini, alors la partie imag- 
inaire B de v{x) doit être infiniment voisine de l'une des deux limites ou 
l'infini. En effet, de quelque manière que varient m et n, deux cas seule- 
ment sont possibles: si n n'est pas nul, B est infiniment voisin de 0, cas il 
est de module S 1/0; sin est nul, m est égal à ± 1 (à cause de la condition 
mn' — m'n = 1), donc B est égal à /3 et tend vers l'infini avec lui. 

8. Nous allons maintenant vérifier que, si x tend vers 0, tend vers l'infini. 
Comme j'(O) = tV(l)/*'(0) et que ^(0) est fini et positif, il faut montrer que 
la partie réelle de (p{x) tend vers l'infini quand x tend vers 1. Il suffit, pour 
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cela, de chercher la valeur principale de l'intégrale 

du 



X09 



■^u{u — l){u — 1 + x)' 



quand x tend vers 0. Pour obtenir cette valeur, bornons l'intégration à 
l'intervalle (1, 1 + «) où l'élément devient infini; remplaçons le facteur u 
par sa valeur limite 1 pour e infiniment petit. La valeur principale cherchée 
sera la valeur principale, pour x tendant vers 0, de l'intégrale élémentaire 

r'+' du r du r-J7_2du_ 

Ji V(?r^=nôcw^nr+^ ~ Jo ■^u(u'+ x) ~ Jo ^ûF+x' 

c'est-à-dire — Log x, les termes négligés restant finis. La partie réelle 
— Log I a; ! est bien infinie. 

9. Si l'on rapproche les conclusions des deux derniers n"' 7 et 8, on en 
conclut que, si B ne peut tendre ni vers ni vers l'infini, x ne peut pas tendre 
vers 0. 

Nous avons ainsi obtenu toutes les propriétés de la fonction modulaire 
v{x) qui sont nécessaires pour prouver le théorème de M. Montel. Arrivons 
donc à celui-ci. 

10. Définition. Une famille F de fonctions f{z) est normale dans un 
domaine D, si de toute suite infinie /i, /2, • ■ ■ appartenant à la famille, on 
peut extraire une suite convergeant uniformément vers une fonction ip ou 
vers l'infini, c'est-à-dire que 1// tend uniformément vers 0, dans le domaine D* 

11. Lemme. Si les fonctions d'une suite normale ne prennent pas la 
valeur a (qui peut être <»), la suite ne peut converger vers a en un point de 
l'intérieur du domaine D, sans converger vers a dans le domaine D tout entier, 
ce domaine étant supposé connexe. 

Comme on peut remplacer / par/ — a ou par 1//, on peut supposer dans 
la démonstration a = 0. Si la limite <p de /i, /2, • • -, fn, • • • n'est pas nulle 
partout, les zéros de <p sont isolés. Soit a l'un d'eux (non situé par hypo- 
thèse sur la frontière de D). On peut, dans D, tracer un cercle y autour de 
a sur lequel <p n'est pas nul, et alors on a 



7^^X <p{z) 



27^^■ 

car cette intégrale donne le nombre des zéros de (p dans le cercle y. Mais 
ceci, d'autre part, est impossible car cette intégrale est la limite de celle-ci: 



2iriJ^ f„ 



f f \ dz 



qui est nulle en vertu du même principe. 

* M. Montel dit, au lieu de cela, dans tout domaine intérieur à D. La modification ici 
introduite simplifie le discours. 



10 C. DE LA VALLÉE POUSSIN. 

Le lemme précédent, déjà établi par M. Montel, a été démontré autre- 
ment par cet auteur. Voici encore deux autres principes dûs à M. Montel. 
Nous en passerons les démonstrations. Celle du premier principe est facile 
à retrouver et le second principe se ramène au premier. 

12. Principes de M. Montel* 1° Une famille de fonctions holomorphes, 
bornées dans leur ensemble dans un domaine D est normale dans tout 
domaine intérieur à D (au sens étroit) . 

2° Une famille de fonctions holomorphes dont les valeurs ne peuvent 
tendre vers une constante assignée a ni être égale à cette constante, dans un 
domaine D, est une famille normale dans tout domaine intérieur à D (au 
sens étroit). 

13. Théorème fondamental de M. Montel.'\ Soit F une famille de fonc- 
tions f(z), holomorphes dans un domaine connexe D, limité par un ou plusieurs 
contours. Si les fonctions f{z) ne prennent, dans D, ni la valeur ni la valeur 
1, je dis que la famille F est normale dans tout domaine D' intérieur à D {au 
sens étroit). 

Observons d'abord que la démonstration se ramène au cas où D' est 
limité par un seul contour. En effet, par des coupures, on peut partager 
D' en morceaux Di, Di, • • • de cette nature. Or, si la famille F est normale 
dans chaque morceau, elle le reste dans le domaine entier Di + D2 + • • • 
C'est presque immédiat. On peut extraire de F une suite Fi uniformément 
convergente dans Di, de celle-ci une suite Fi convergente dans D2 (donc 
dans Di + D2) et ainsi de suite. La dernière suite formée convergera 
dans D'. 

Considérons donc un domaine D' intérieur à D et limité par un seul 
contour. Formons la famille des fonctions v{f) de z. Ces fonctions n'ont 
aucun point critique dans un domaine D" h contour unique contenu dans 
D et contenant D', donc elles sont holomorphes dans D". Comme la partie 
imaginaire de v{f) est positive, la famille est normale, en vertu du principe 
2° de M. Montel (n° 12), dans un domaine D'" contenu dans D" et contenant 
encore D'. 

Nous allons montrer que la famille F l'est aussi. Extrayons de cette 
famille une suite infinie de fonctions /i, f^, • ■ • ,fn, • • • et considérons leurs 
valeurs en un point particulier «o du domaine D'. La suite 

/l(3o), /2(3o), •••,/«(2o), ••• 

admet au moins une limite a, et l'on peut extraire de la précédente une 
nouvelle suite 

f-lWSi /a' (20), •••,// (20), • • • 

* Il y a un changement dans l'énoncé provenant de la modification apportée à la définition 
des familles normales. 

t Voir la Note précédente. 
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n'admettant que la seule limite a et, par conséquent, convergente au point z^. 
Supposons d'abord que l'on puisse choisir a différent des trois nombres 0, 
1 et =0 . Alors nous formons la suite 

Celle-ci est normale dans D'" , donc on peut en extraire une suite, con- 
vergente dans D'", 

K/i"), v{U'), ■•■,v{h"), ■■■ 

Ces fonctions ont leur partie imaginaire positive et non nulle dans D puisque 
/" n'y devient pas infinie. Il s'ensuit que la partie imaginaire de ces 
fonctions ne peut pas converger vers dans D, car alors elle devrait con- 
verger vers partout en vertu du lemme du n° 11. Or cela n'a pas lieu, 
par hypothèse, au point Zo. De même, la partie imaginaire ne peut pas 
converger vers <x>, car alors (/") devrait converger vers l'infini partout (n° 
11), ce qui encore une fois n'a pas lieu au point zq. Dans ces conditions, 
d'après l'observation du n" 9, /„" ne peut pas tendre vers dans D'" et, 

par conséquent, la suite 

f II f II fil 

est normale dans le domaine D' qui est intérieur à D'". La famille primi- 
tive F l'est donc aussi. 

Supposons, en second lieu, que la suite /iCzo), f2{zo), • • • n'ait pas d'autre 
limite que l'un des nombres 0, 1, <». Ce cas se ramène au précédent. 
D'abord on peut toujours admettre que la suite tend vers 1, car, si / tend 
vers ou vers <» , on peut lui substituer la fonction 1 — / ou 1 — 1// qui 
tend vers 1 et qui ne prend pas non plus les valeurs et 1. Supposons donc 
que la suite fi{zo), fi{zo), • • • converge vers 1. Nous pouvons déterminer 
les radicaux de manière que 



ait pour limite 1. Alors la suite des fonctions 



prenant les valeurs précédentes au point Zo est normale. En efïet, les 
fonctions sont holomorphes, parce que J{z) ne s'annule pas, et l'on peut 
appliquer la démonstration précédente. Donc la famille initiale F est 
normale aussi. 



